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Halmazok meghatarozasa elemeik k6zds tulajdonsagaval

1./. Halmazok
Tﬁni‘éf?n_élﬁifijf?fﬁz&'i_éléiﬁ‘t_b’_.’: A halmazok mddszeres vizsgalata a halmazok elméletéhez
vezetett, amely késdbb alapvetévé vélt a matematika tanulméanyozasaban. A halmazelmélet
a matematika minden agazatanak kozos alapjat képezi. S6t, a matematikai érvelés modszerei
logikai érvek és a halmazelmélet kombinacidja.
A halmazelmélet alapitéja Georg Cantor német matematikus (1845-1918).

En

A halmaz j6l definialt és kiilonallo tirgyaknak (a halmaz elemeinek) 6sszessége, amelyeket létezOknek

tekintiink

Ha 4 egy halmaz és x a halmazhoz tartozik, akkor azt
mondjuk, hogy x eleme az 4 halmaznak, és igy frjuk: x € 4.
Ha x nem eleme az 4 halmaznak, akkor igy irjuk x ¢ A.

Azt a halmazt melynek nincs egyetlen eleme sem a J
szimbdlummal jeldljik, és ires halmaznak nevezzik.

Azt a halmazt, melyben az elemek szama véges, véges
halmaznak, valamint a halmaz elemeinek szamat a
halmaz kardinalisdnak nevezzik.

A szamokbol allé halmazt szdmhalmaznak nevezziik.

Az A={l1,3,5,7,9} halmaz esetén
ithatjuk, hogy: 1 € 4,3 € 4,5 € 4,
74,94 0¢gA4,2¢A

Azon VIlI-dikos tanuldk halmaza, akik
nem végezték el a VII. osztalyt ires
halmaz, azaz nincs egyetlen eleme sem.

A= {Ana, Alexandra, Adrian} egy véges
halmaz és kardinalisa 3.
Igy irjuk: card 4 = 3.

B=1{0,2,4, 6,8} egy szamhalmaz,

¢s C = {fehér, kék, arany, eziist} nem
szamhalmaz.
Egy halmaz meghatarozhato (megadhatd, leirhato):
1) elemeinek 2) Venn-Euler
felsoroldasdaval diagrammal

3) elemeinek egy kozos tulajdonsagaval

M=10,1,4,5,6,9} M= {x|xegy négyzetszam utols¢ szdmjegye |

Oldjuk meg figyelmesen!

L Legyen M az Gtvonal” szot alkoto betiik halmaza.
m a) Melyik igaz kijelentés: [ e M; ae M. ec M,
b) Hatarozd meg az M halmazt elemeinek felsorolasaval!
¢) Abrazold az M halmazt Venn-Euler diagram segitségével!
d) Megfigyelve azt a kijelentést miszerint ha x az M halmaz egy eleme, akkor az x az ,atvonal” szi
cov betiije, ird le a halmazt dsszes elemének egy kozos tulajdonsagaval!

me M.

0 Adottaz A= {x|xasiker sz egy betlije} ¢s B = {x | x paratlan szamjegy ;.
m a) Hatarozd meg az A4 és B halmaz clemeit, majd ird le ezeket a halmazokat elemetknek felsorolasaval!
b) Melyik szamhalmaz a fentiek koziil?
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" Alkaliazds

1. példa: Adott az
A={aeZ|-10<a<30,

B={be 7| b:\/g, a € A} halmaz.

a) Hatarozd meg az 4 halmaz kardinalis szamat!
b) Ird le a B halmazt elemeinek felsorolésavall

2, példa: Dontsd el, hogy az alabbi halmazok koziil
melyik véges illetve végtelen halmaz!
C={x e N|xaz 50 osztoja};
D= {yel|50azy osztdja};
E={teN|t=Tn+1,neN}.

i Gyakorlatok és feladatok

n Figyeld meg az alabbi elemeinek felsorolasaval
megadott halmazokat! 4 = {0, 2, 4, 6, 8};
B=11,2,4,8,16,32}; C=1{0,3,6,9,12,...}.
Ird le mindenik halmazt elemeinek egy kozos
tulajdonsagaval!
frd le a halmazt elemeinek felsorolasaval!

A={x|xeNés2<x<T7}:;

B={x|xeNés-3<x<2};

C={x|xeZés-3<x<2};

D={x|xelNés 1l <x2<50};

E={xlxeZé12<x2<47};

F={x|xeZdé 14<3x2<122).
B Adott az alabbi halmaz:

M= {—7; —%; —J4; 0,42;43; 0,5; 7}.

frd le elemeinek felsorolasaval a halmazokat:
A={xeM|xelN}LB={xe M|xe7)};

C=xeMixeQ};D={xe M|x e R\ O}

L4 |

Adott a kovetkez6 halmaz 4 = {2, 3, 4}
¢s B=1{1,2,3,6}. Hatarozd meg a

C= {%] aced be B} halmazt.

E Gondolj egy olyan halmazra, melynek
kardinalisa 5, majd ird le haromféleképpen:
elemeinek felsorolasaval, Venn-Euler
diagram segitségével, elemeinek egy kozos
tulajdonsagaval.

Intervallumok, Egyeniétienségek B-ben

6.

Megoldas. a) Az A halmaz 9 negativ egész
szamot, a 0 szamot és 30 pozitiv egész
szamot tartalimaz, tehdt cardA = 40).

b)Habe 7 ésh :\/;, akkor a négyzetszam.
Mivel a € A, azt kapjuk, hogy
ae30,1,4,9,16,25}, tehat B={0,1,2,3, 4, 5}.

Megoldds. C=1{1,2,5,10,25,50} véges halmaz.
D = {0, 50,100, 150, ...} végtelen halmaz.
Az N végtelen halmaz, és F tartalmazza, az
0sszes olyan természetes szamot, melyet 7-tel
osztva a kapott maradék 1. Tehat £ végtelen
halmaz.

Legyen M= {x ¢ N |x-13<31}.
A megadott minta alapjan hatarozd meg az
alabbi kijelentések logikai értékét!

!:Kijelentés : Indoklas és valasz :I @‘j
13eM |[13eN,13-13=06s0< 31,
tehat a kijelentés igaz.
SleM | 1
44 e M ]
eM |
| —13 eM_:_—

Adottaz A ={x € I |x +4 <2585 2x> [0}

halmaz.

a) Hatarozd meg a halmaz elemeit!

b) Allapitsd meg, hogy a 2; 4; 5; 11; 25; 30,
szamok mindegyike eleme vagy sem az A
halmaznak!

Adotta B = {x e N | 5x2 <225} halmaz.

a) Hatarozd meg a B halmaz elemeit!

b) Allapitsd meg, hogy a B halmaz elemeij
koziil melyik kobszam!

Adotta C= {x € N | 3x3 <600} halmaz.

a) Hatarozd meg a C halmaz elemeit!

b) Allapitsd meg, hogy a C halmaz elemei
koziil melyik négyzetszam!

¢) Hatdrozd meg a kdvetkez6 halmaz elemeit!
D={xeN|x=3a+2,ae C}.
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2.4

A. Halmazok kozotti relacio

P Emickestets S

‘ 1. Azt a két halmazt, melyeknek ugyanazok az elemei | ¢y,
egvenld halmazoknak nevezzik. A={3,4).
Ha az 4 és B halmaz egyenl0, akkor igy ijuk 4 = B. | p= Iy | x a 43 szamjegye}.
Ha az 4 és B halmaz nem egyenld, akkor igy irjuk C=1{2,4).akkorigazak az A=B, A+ Cés
A+B. B # Crelaciok.

| 2. Az A halmaz a B halmaz része, ha az A halmaz Hé} A4=13,9} éS.B = {)f | x egy 1.0'95

| minden eleme a B halmaz eleme is. Ha az 4 halmaz szamrendszerbeli szamjegy }, mivel 3 és 9 az A
a B halmaz része, akkor igy irjuk: 4  B. - halmaz elemei 10-es szamrendszerbeli szamjegyek,
Még mondhatjuk azt is, hogy B halmaz tartalmazza ZM;OI A< B Vag\Ié? e P—"
az A halmazt, azaz B > A. Ha az 4 halmaz nem : {x | x egy 10 szdmrendszerbeli szamjegy }

. i o halmaz tartalmazza az x = | elemet, amely nem
része a B halmaznak, akkor azt igy irjuk: 4 & B. eleme az A haimaznak, 4 = {3, 9}, tehat B 4.

3.Ha A4 = B, akkor az 4 halmazt a B halmaz rész- | NcZcQcR,tebat N a Z részhalmaza, amely ¢

, ] . | reszhalma/a amely a R részhalmaza.
halmazanak nevezziik. Az iires halmaz, melyet & T Y

szimbdlummal jeldliink, minden halmaz részhalma- - Felaglat: I mas olyan reszhalrpag ¢ 15, Qf,“ely
7a, vagyis: & A barmely A halmaz esetén - megfelel ezeknek a bennfoglalasi relacioknak.
;’ i - - Prébald meg és indokold a valaszod!

" Oldjuk meg figyelmesen!

) Adottak a kévetkezd halmazok: 4 = {3,4}, B={1,2,3,4},C=13,4,5,6,7},D=1{1,2,3,4,5,6,7, 8},
E={x]xszamjegy, x #9ésx #0}.
a) Ird le az £ halmazt elemeinek felsoroldsaval!
b) Masold a flizetbe és egészitsd ki tigy, hogy 1gaz kijelentést kapj!
WAz s ... halmazok egyenloek, mivel ugvanazok az elemeik.”
¢) Masold le a fiizetbe és irj a kijelentés melletti celldba (I) betiit, ha igaz, vagy (H) betiit, ha hamis a
kijelentés. Bc G CcB; BcD: Ac B.
{0  TFigyeljiik meg az €l6z6 feladatban levé 4, B, C, D, E halmazokat!
a) Keresd meg azt a halmazt, amely tartalmazza az §sszes tobbit. {rd le a valaszodat igazolé relaciokat!
b) Keresd meg azt a halmazt, amely része a masik négynek! Ird le a valaszodat igazol6 relacidkat’

Megoldas a) Megfigyeljiik az 1. feladatban adott halmazokat, £={1.2,3.4,5,6,7, 8}.
Eszrevessziik, hogy 4 € E, BC E, C C E, D = E, tehat D c E, vagyis az E halmaz tartalmazza a masik
négyet. Mivel D = E, a D halmaz is tartalmazza a masik négy halmazt.
b) Eszrevessziik, hogyAc B,Ac C,4c D, A C E, tehat az 4 halmaz a t6bbi halmaz részhalmaza.

Alkalmazds

1. alkalmazas. a) Az 1. és 2. feladat eredményeit hasznalva ird le a D és £ halmaz kozotti 6sszes relaciot
E (bennfoglalas vagy egyenloség)!
b) Hatdrozd meg a kovetkezd kijelentések logikai értékeét:
pi: A € 4, barmely 4 halmaz esetén;  p,: A =B < (A C Bés B ).
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Megoldis:

a)D=EE=D;DcCE;FcD;

b) Az 4 halmaz minden eleme az 4 halmazhoz tartozik, tehat a p, kijelentés igaz.
A4 = B akkor és csakis akkor, ha A és B elemei megegyeznek, vagyis az 4 halmaz elemei a 8 halmaz elemei 1s,
¢s a B halmaz elemei az A4 halmaz elemei is, vagyis 4 C B és B C A4). Kovetkezésképpen

A =B < (4 cBés BcA), tehitap, kijelentés igaz.

2. alkalmazas. Legyen £ az 4ltalanos iskola VIII. osztalyos tanuldinak halmaza. Adott az

m A= {x € E|x robotika korre jar}; B= {x ¢ £ | x szereti a fizikat} ;
C={x e I'| x szereti a matematikat} halmaz. Ebben az iskoldban ha egy tanulo robotika korre jar,
akkor szereti a fizikat, és szereti a matematikat.
Hatarozd meg az 4, B, C, E halmazok kézotti bennfoglalasi relacidkat!

Wegoldas. Eszrevessziik, hogy hax € 4, akkor x ¢ E, vagyis A C £. Hasonldan: B C £ és C = E.
Legyen x az iskola egy tanuléja (x e E):

Heétkiznapi modon megfogalmazva Matematikai nyelven Kovetkezterés
Ha x robotika korre jar, akkor szereti a fizikat. Ha x € 4, akkor x € B. ACB '
Ha x szereti a fizikat, akkor szereti a matematikat, Hax e B, akkorx € C BcC

Ha x robotika korre jar, akkor szereti a fizikat, valamint ha | Ha x e A, akkor x ¢ B.
x szereti a fizikat, akkor x szereti a matematikat. Mivelx e B, =>x ¢ C. AcC
Tehat, hax e 4, akkorx e C

Kovetkezésképpen4 c Bc Cc E.
B. Halmazokkal végzett miiveletek

Az A és B halmaz egyesitése az a halmaz, Ha 4 = {x| x nullatdl kiilénbozd szamjegy! és
melynek elemei legalabb az egyik halmaznak B={x e Njx<7}, kapjuk, hogy
clemei: 4 U B = {x|x € 4 vagy x € B}. AUB=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

R=QUR-0Q)

Az 4 és B halmaz metszete az a halmaz., melynek Ha 4 = {x | x nullatol kiilonboz6 szamjegy !,
elemei mindkét halmaznak elemeti: B={x e N|x <7}, kapjuk, hogy
ANB={x|xedésxe B AN B=1{1,2,3,4,5 6}

Ha 4 N B = &, akkor az 4 és B halmazokat A U és R — Q halmazok diszjunktak, vagyis

diszjunkt halmazoknak nevezziik. QNR-Q)=2.
Az A és B halmaz kiilonbsége az a halmaz, amely Ha 4 = {x| x nullato! kiilénboz6 szamjegy},
az A halmaz elemeibd] 4ll, de nem tartalmazza a B B={xe N|x <7}, kapjuk, hogy 4 - B = {7, 8, 9}.

halmaz elemeit: 4~ B = {x | x € A ésx ¢ B). Az irracionalis szamok halmaza R — .

ntervallumok, EgyenlGtlenségek R-ben 15




3. alkalmazas. Adott az 4 = {x | x paros szamjegy |,

Megoldds. a) A = 2.4,6,8}.

B=124,57¢éC=
a) {rd le az 4 halmazt elemeinek felsoroldséval!
b) Szamitsdki: A UB; AUC, BUC, A-B; B-C; AUBUC, AﬂBﬂC

(4,6,7,9}.

byAdUB={x|xedvagyxeB}={0,2.4,5,6,7,8}:

LR 9B UC={x|xeBvagyxe Cy=1{2,4,56,7,9};

(0,2,4,5,6,7.8,9};

AUC={x|xedvagyxe Cy=10,2,4,6,7,
A-B={x|xedésxeB={0,6,8:B-C={x|xeBésxeg (={2,5}
AUBUC={x|xe Avagyx e Bvagyxe C}=
ANBNC={x|xedésxeBésxe(C}={4;(AU0)-B=

y -

<
@{ )& Gyakorlatok és feladatok

B A, 0= (0.2,6,12,20) és P= {a|a=x(x+1),

x € N ésx <5}, halmazok esetén hatarozd meg

az igaz kijelentések szamat:

ayMc P by M= P;

)P M, d) M#£P.

B a) Ird le az 4 = {a, b}halmaz dsszes részhalmazat!

b) Kovetkeztesd ki egy kételemi halmaz rész-
halmazainak szamat!

¢) Hatdrozd meg egy haromelem( halmaz
részhalmazainak szamat!

E Hatarozd meg az alabbi kijelentések logikai ertéket:

2) {-1:0;2} CZ: b) {~V3:3/5:-v2} ¢ R~ &

¢){-1:3}cN; d) {4} cR-Q;

VT eR-0Q; f{—V92cR-C.
I’I!AdottazA (2,4,6,8,10,12} és

B=1{x*|x e N ésx<4}thalmaz.
Szamitsdki: 4 U B AN B:A—BésB —A.

EAdottazA*{x|xe Nés—4<x<3}¢és
B={x|xeZés—-4<x<3}.
a) Szamitsd ki: AU B, AN B:4A—-BésB—A.
b) Hatarozd meg a kijelentések logikai érteékét:
AcB;BcA;Ac(4UB),Ac(B-4).
ESzémitsd ki:4UB; AN B, A-BésB—A4ha:
a)Ad={x|xecNés3<x<6};
B:{x|erés—3§x<\/§1;
b) A= {x|x e Nés—243 <x<32);

= ix|xe Zés 243 <x<342).
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x|xe AU Césx ¢ B} ={0,6,8,9}.

frd le az M= {1,2,3,4,5, 6,7} halmazt két
olyan diszjunkt X és Y halmaz egyesitésekeént,
melyre igaz, hogy az X elemeinek dsszege €s az
Y halmaz elemeinek $sszege egyenld!

B Hatarozd meg a kijelentések logikai értéket:

NP 12843 e N V92 122 ez
1
V312 e N; V225 e R-Q; \/22 e Q.

KM Hax = V221+2+4+6+...4 440 , hatdrozd
meg a kijelentések logikai értéket:

\/;eN;\/;e#,\/;e W\/;eRf

m Adott a kovetkezd halmaz:
A :{32; (—1)2; (—2)73; 2%; J12:0,(2); (—2)3}

Szamitsd ki: A N N; A -N; 4 N Z; A
ANRANR-Q); 4N (Q

KN Adottaz 4= {1,2,3,4,7},
B=1{2,4,6,8}és C={3,6,7} halmaz.
Ellendrizd, hogy igazak-e az egyenléségek:

A AV (BU CO)=UA\B)N (4\C);
by AVBNC)=(AB)U 4\O).

E! Hatarozd meg az 4 és B halmazokat, ha egyide-
jlileg teljesiilnek az alabbi feltételek:
DAUB={1,2.3,45}

AN B=1{3,4,5}:
3H1e(A\B):
4)2 e (B\ A).

QVx eR.

Zy AN
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Intervallumok. Az intervallumok brazolasa a szamtengelyen.

Intervallumok metszete és egyesitése

1.

A. Valés szamok abrazoldsa a szamtengelyen kézelitések segitségével

(1) Szamtengelynek nevezziik azt az
egyenest, melyen rogzitettiink egy
kezddponmak (origonak) nevezett i §

= g _

meértékegység

O pontot, valamint egy pozitiv
iranyt és egy mértékegységet.

(2) Barmely valés szamnak a szdmtengely egyetlen pontja felel meg.
A 0 valos szamnak megfelel az O pont. Ha az x valos szamnak
megfelel a P pont, akkor azt mondjuk, hogy a P pont koordinataja
az x, és igy irjuk: P(x)

(3) Forditva is igaz, vagyis a szimtengely M pontjanak egyetlen valds
szam felel meg, melyet x,, szimbolummal jelslink.

A (2) és (3) alapjan kijelenthetjiik, hogy a valds szamok halmazdnak
megfelel egyv egvenes pontjainak halmaza.

(4) Ha M és N a szamtengely tetszleges két pontjanak koordinatai
X €8 Xy, akkor MN =[x, —x,,|.

(5) Altalaban az irracionalis szamoknak a szamtengelyen abrazoldsdra
a tizedes kozelitésiiket hasznaljak.

B. Egy egyenes részhalmazai.
Adegyenes két tetszbleges 4 €s B pontja meghatarozza az AB szakaszt.

A d egyenes tetsz6leges A pontja meghataroz két ellentétes félegyenest.
Ha a d egyenes M és N pontja az 4 pont két kiilénboz6 oldalan helyez-
kedik el, akkor A illetve AN a kapott két félegyenes.

Alkalmazas ; RS

A mellekelt dbran lathat6 egyenesen felvessziik az A, B C D

pontokat.

m a) Hatarozd meg az 4, B, C, D pontok koordinatait!

b) Haszndlva az MN = |x,— x|, képletet, szamitsd ki az 4B, AC,
AD, CB, DB, DC és DO szakaszok hosszat!

¢) Ellenérizd az el6z6 alpont eredményeit megszamolva az abran a
szakaszok hosszanak megfeleld mértékegységeket.

intervallumok. Egyenlétlenségek R-ben

kezddpont

.
4

porzitiv irany

O
—
) 0
Ertelmezés szerint |x| = OP.
O M ~
0 Xpg
N M "
oy Xpp
d A ;S
d 4 M
meértékegység
D C B A
Xn Xxe ) «';E XA
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Megoldds. a) Az A, B, Cilletve D pontok koordinatai az x,= 3, x5 =2, x.=— 1 € x;, = — 2. valds szamok.
b) Hasznalva az MN = |x, — x,, |, képletet azt kapjuk, hogy: AB=1,AC=4,4D =5, CB =3,

DB=4,DC=1¢ D0O=2.

Mértékegységnek | ¢cm-t hasznalva dbrazoljuk a szamtengelyen a —/2 szamot!

Megoldds. Miképp VII. osztalyban is lathattuk ez a szam
® o pontosan abrazolhat6 korzo segltsegevel A V2 nem mas, / NE \
> mint egy 1 hosszusagu egyenl6 szart derékszogli haromszog | ) \ L
T atfogéjanak hossza. —/2
Misold le a négyzethalos fiizetedbe a mellékelt abrat!
MP P M N O
a) Hatdrozd meg az —— arany értékét! P O I e
= 0
b) Hasznalva a P(3,3) és Q(3.4) pontok koordinatdit szamitsd ki
az OM és ON szakaszok hosszat, ahol O a szamtengely kezdépontja.
¢) Hasznalva az el6z6 alpont adatait hatarozd meg az M és N pontok koordinatait!
d) Szamologépet hasznalva, kozelitsd szazadokra hidnnyal és tobblettel a J11 szémot, majd abrazold
ugyanazon a szamtengelyen!
Utmutatds. b) PQ = OQ — OP = 3,4 me — 3,3 me = 0,1 me; PM = 16 PQ—%me‘O 01 me
Akkor OM = OP + PM=33 me+0,0l me=331me; ON=0P+9-PM=33me+9-0,0l me=339me
(vagy ON = OQ — NQ); ¢) M(3,31) és N(3,39).
Adott a valos szamtengelyen az 4(3) és B(-3) pont. 4 0 B |
a) Készits kiilonboz6 abrakat az AB, OA4, OB szakaszokhoz! -3 3
A 0 B A . O B
-3 3 23 7 B
b) Ugyanazon az abran, jelold kiilonbozé szinnel az AB ¢s BA 4 & r
félegyeneseket! R — :
¢) Ugyanazon az abran, jel6ld kiillonb6zo szinnel az OA és OB
félegyeneseket! _/:; 2 %
Mt L LS A1 Valaszd ki az egyetlen helyes valasz betiijelét az alabbi feladatokban!
| 1. Figyeld meg a mellékelt abrat' ‘*}"‘f s e P i ? lN
A —J2 szamnak a szamtengelyen megfelel egy pont: _1i5 1.4
v A. M és P kozott |1 B. P és Q kozott l C. a PM félegyenesen D. a ON félegyenesen
=) i

2. Melyik relacio igaz J6 esetén?
B.2< .6 <3 ‘ C.3<.6 <4 D.4< 6 <5

A.5<J6<6

3. Az M= {ab | 8 < \[ab <9} halmaz kardindlisa:
A 13 B. 14 C. 15 D. 16
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=

€. _)F Gyakorlatok és feladatok
n Az O kezdéponti valos szamtengelyen adott az H Masold a flizetbe €s egészitsd ki tigy, hogy
A(]) €s B(2) pont. ﬂ <x<a,(b-+1), alaki relaciokat kapjunk,
a) Abrazold az OACD négyzetet, majd jeléld ahol a természetes szam, valamint b egy 10-es
M-el a (O, OC) kor és OA félegyenes szamrendszerbeli szamjegy.
metszéspontjat! Hatarozd meg az M pont a)...<. 2 <..
koordinétéjét! ! ! [ |
b) Abrazold az OBEF négyzetet, majd jelold by . < —4+—

+—+— <
N-nel és P-vel a C(O, OF) kor és szamtengely 2:3 34 45 5.6

metszéspontjat. Hatarozd meg az N és P pont m a) Irj harom a alakii, 1-nél kisebb pozitiv
koordinatajat, majd szamold ki az NP szakasz o 10 7 ‘
racionalis szamot, ahol a € IN. Megfelelé mérték-

hosszat!
E Az O kezdépontt valés szamtengelyen adott az cgyseget valasztva abrazold ezeket a szamokat a
A(1) és B(2) pont. Felosztjuk az AB szakaszt szémtengely’en!
AP,, P\P,, P,P,, P,P,, P,B kongruens szaka- b) Irj harom, —/p alak, -2-nél nagyobb negativ
szokra. irraciondlis szdmot, ahol bell, Megfelel)
a) Megfeleld mértékegységet valasztva készits mértekegységet valasztva abrazold ezeket a
a feladat adatainak megfeleld abrat! szamokat a szamtengelyen!
b) Hatdrozd meg a P, P,, Py, P, pontok ¢) Ird le az 6sszes 3 —+/a alakd pozitiv irracio-
koordinatait! B nalis szamot, ahol a € N. Megfelelé mérték-
¢) Abrazold a szamtengelyen az M (\/ 2)és egyseget valasztva abrazold a szamtengelyen
N (\/5 ) pontokat. ezek koziil a legkisebb és legnagyobb szamot.
d) Hatarozd meg az aldbbi kijelentések logikai E Hatarozd meg a halmaz kardinalisat!
értékét és tolisd ki a tablazatot! M={ab| —6<—~ab<-551.
Kijelentés VH| B9 ¢ elvessziik a szamtengelyen az A(1), B(b), C(c),
Az Mpont a P,P; szakasz eleme. D(7) pontokat ebben a sorrendben, ahol b & 1,
Az N pont a P,B szakasz eleme. c e R\WQ.
P,P,> MN a) Keresd a, b és ¢ egy olyan értékét, melyre
AB > CD.
Az MN szakasz felezGpontjanak koordindtaja b) Mutasd ki, hogy nem létezik olyan b
1,5-nél nagyobb trraciondlis szam. és ¢ e R\Q, szam, melyre 4D =2 - BC.

2.0,

Interdiszciplindris megjegyzés: Az intervallum kiilénb6z6 jelentései szamos tudoméanyagban fellelhetdk: a
fizika, a térténelem, a foldrajz, a kémia, a csillagdszat, a statisztika, a zene €s nyilvanvaloan a matematika
tertiletén is. Ez a kifejezés gyakran megjelenik mindannyiunk mindennapi beszédében, mivel gyakran
utalunk bizonyos méreti, bizonyos hatarokon beliil elhelyezkedd szamértékekre.

Néhany intervallum tipus:

YAz iddintervallum két jelenség, két esemény, két egymast kdvetd pillanat vagy egy jelenség/esemény
kezdete ¢s vége kozott eltelt id6. Az évszdzad az 100 évet tartalmazé iddintervallum.

2) A zenében az intervallumokat két zenei hang magassaga hatérozza meg.
Példaul a C dur tartomanyban, az alsé do és felsd do hang tavolsiga egy oktav.
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Egy tetszOleges d egyenesen meghatarozzuk a pozitiv iranyt, kezddpontot és meértekegvséget. Az egyenes
minden pontjanak megfelel egy valds szam, illetve minden valdés szamnak megfelel a d egyenes egy pontja.
Eszerint a d egyenes azonosithato a valos szdmok halmazéval, és azt mondjuk, hogy a d egvenes a valds
szamok halmazanak mértani abrdzolasa.

A. Korlatos intervallumok

A d egyenes tetszéleges 4 és B pontja meghataroz egy d 4 -

szakaszt. E pontok megfeleld koordinatai a €s b. a b

Az a < b esetén legyen x olyan valds szam, melyre a < x < b. 4 4 MB
71 Az x szamnak megfelel a szimtengely egy M pontja, mely az —
" H A és B pontok kozott talalhato. a xb

1) Ha a és b valds szam, a < b, akkor az a és b kozotti sszes
valos szam halmaza az {x | x e Résa < x < b},¢ésazaés
b szam altal meghatarozott nyilt intervallumnak nevezzik, (=2,3)={x|x e Rés—2 <x<3}
valamint (a, b)-vel jeloljiik.
A d egyenes A és B pontja kozotti sszes pont halmaza az (4B) = {M| M e d és Maz A és B pontok kozdtti;
(M| M e dés Maz 4 és B kozotti} és nyilt szakasznak

(a,b)={x|x e Résa<x<b}

; . . mértékegység
nevezziik, valamint (4B)-vel jeloljik. IR
A meliékelt dbran a nyilt (4B) szakasz lathato, ahol R B BB R 4 4. 3 o T
A(—2) és B(3) a végpontok. = ; 3

a) Az (4B) szakasz nem mds, mint az (a, b) intervallumban talalhato sszes szam mértani abrazolasa. Azt mond-
juk, hogy az (4B) nyilt szakasz az (a, b) nyilt intervallumnak a szamtengelyen valo mértani abrazolasa.

b) Az (g, b) intervallum nem mas, mint az (4B) szakaszon levo dsszes pont koordinatainak (valos szamok)
halmaza.

Egyezmény: Az (a, b) nyilt intervallumot a megfeleld (4B) nyilt A B
szakaszként abrazoljuk a szamtengelyen. ¢ ) >
Megjegyzés: Ha a = b, akkor (a, b) = <. a b

2)Ha a < b, akkor az (g, b) U {a, b}, azaz {x | x € R és a <x < b}, halmazt zdrt intervallumnak nevezziik és
[a, b]-vel jeloljiik.

Az (AB) U{A, B} halmazt zart szakasznak nevezziik ¢s [4B]-vel jeloljuk.

Egyezmény. Az [a, b] zart intervallumot a megfelel [4B] zart A B
szakaszként abrazoljuk a szamtengelyen. ] 1

4] b
Megjegyzés: Ha a = b akkor [a, b] = {a}.
3) Az (a, b) U{a} szamhalmaz az {x | x € R és a <x < b} jeloljik,
[a, b)-vel, valamint az (@, b) U {b} halmaz az {x | x € R €s i i
a<x<b} és jeloljik (a, b]. [0, )= &|rcReésasx<b)
. (a,b]={x|x e Résa<x<bh}.
Az (4B) U {4} pontok halmazat [4B)-vel, az (4B) U {B}
halmazt pedig (45]-vel jeloljik. Ezeket a halmazokat félig nyilt
szakaszoknak nevezzik.

Y

Az [a, b) félig nyilt intervallumot mértanilag az [4B) nyilt Af 53 .
szakasszal dbrazoljuk. 04 !b;
Az (a, b] félig nyilt intervallumot mértanilag az (45] nyilt ;:‘ —13 >

sZakasszal abrazoljuk
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B. Nem korlatos intervallumok

A—oo (—végtelen) és +oo (+ végtelen) szimbélumot hasznaljuk, hogy
Kihangsulyozzuk, egy valds szamtengely nem korlatos. A mellékelt
rajzon lathaté modon abrazoljuk.

A d valos szamtengelyen felvessziik az A(a) és M(x) pontokat.

1. Ha adott egy M pont a szamtengelyen, az 4 ponttol jobbra, akkor:
Az 0sszes x > a valds szam halmazat, azaz az {x | x € R ésx > a}
halmazt (@, +oo)-nel jelsljiik és az a szdm dltal meghatdrozott,
Jobbrdl végtelen nyilt intervallumnak nevezziik.

Az (a, +o0) intervallumnak a szamtengelyen vald abrazolasa az
(AM nyilt télegyenes.

2. Ha adott egy M pont a szamtengelyen, az 4 ponttél balra, akkor:
Az 0sszes x < a valos szam halmazat, azaz az {x | x € F. és x < a}
halmazt (—o0, a)-val jeléljiik és az a szdm dital meghatarozott,
balrol végtelen nyilt intervallumnak nevezziik.

Az (—0, a) intervallumnak a szdmtengelyen valo abrézoldsa az
(AM nyilt félegyenes.

99

Az (a, o) Ula}, azaz {x | x € R és x > a} halmazt [, +=0)-nel
jeloljik és az a szam dltal meghatdrozott, jobbrol végtelen zart
halmaznak nevezziik.

Az [a, +o0) intervallumnak a szdmtengelyen valo abrazolasa az
[AM zart félegyenes.

4.A (-0, a) Ula}, azaz {x | x € R és x < a} halmazt (-, a]-val
jeloljuk €s az a szdm dltal meghatdrozott, balrol végtelen zdrt
intervallumnak nevezziik.

A (-0, a] intervallumnak a szamtengelyen vald abrazoldsa az
[AM zart félegyenes.

Wegjegyzés: A valos szamokbol 4l16 intervallum a valos szamok
halmazéanak részhalmaza.

3. A valos szamok halmaza balrdl €s jobbrol is végtelen
intervallum.

Oldjuk meg figyelmesen!

o
% 0

8Y

M

N
A

—00

-

(a, )= {x|x e Résx>aqa)

M A4
} } £
—00 X a o0

(—=,a)={x|x € Résx<a}

—0 a X o0

[a,+0)= {x|x € Résx>a}

B

L
—

A4
!

—0o0 X a e 0]

(o, a]l={x|xeRésx<a}

—00 0 oo
R = (o0, +o0)

Tanulmanyozd csapattirsaddal az alabbi tabldzatot, majd irj tovabbi példakat olyan szamokra, amelyek

m elemet, illetve nem elemei az adott intervallumnak.

Az intervallum . K cavalosiszim, ‘
Intervallum Az intervallum leirasa . . Indoklas mely nem eleme az | Indoklas
két valés eleme .
- intervallumnak
(2, 3] XlxeRdés2<x<3) 24 e[2,3] |2<2,4) <3| 1.9 ¢ 2, 3] 1,9<2
) 3e[2,3] 2<3<3 4¢[2,3] 4>3
V= Iy B é 1 ‘
[L,+0) |[1,+00)={x|xecRésx>1} V2 e[l 40) NS 0¢[1,+x) 0<1
Le [1, +o0) 1>1 N2gllte) | 2<1
(—oc, =3] (o0, -3]= {x|x e Résx<-3}| 4 e (—w,-3] —4<-3 -2 ¢ (~oo, 3] -2>-3
| 3 e(—<0,-3]| -3=-3 0 ¢ (—», 3] 0>-3

intervallumok. Egyenldtlenségek R-ben
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